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235. 


SUR QUELQUES FORMULES POUR LA TRANSFORMATION DES 
INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik, (Crelle), tom. Lv. (1858), 
pp. 15—24.] 


EL 
EN posant dans les formules “ Fund. nova p. 15, Tab. III.” cos p= x, on obtient 


À Pr. PQ De au LME RE rane CE ariaren 
V(y— a)(y—B8)(y-9(y—8) V(a-y)(8-8)+V(a—B8)(y—8) VA- a) (1 — ka) 


où 


pe (Een? 
Va= NE +V(a-8)(- 8) 
1x _(a—8)(B—6) (y—") 
T+e (a y) (y 5) (8%) 


Maintenant soit 
(y — a) (y mE, 8) (y—y) (y — ò) ka (a, b, C, d, eÑy, 1)‘ 


et proposons-nous d'introduire dans les formules les coefficients (a, b, c, d, e) au lieu 
des racines a, B, y, à. En renvoyant d'ailleurs à la Note sur les covariants d’une 
fonction quadratique, cubique ou biquadratique insérée dans ce Journal, t. t. (1855), 
p. 285, [135], je pose pour abréger 

(a—8)(y-8)=B, 

(a — y) (8 —8)=0, 

(« — è) (8 —y)=D, 
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de sorte que lon a identiquement 


B+C+D=0. 
Les invariants J, J sont des fonctions rationnelles des quantités B, ©, D; en effet on a 


B+ æ+ D= 241, 
(B — 0) (C — D) (D — B) = 432J, 
BOD: = 256 (1° — 27 J3). 
Cela étant, nous avons 
fée 
VC +4B7’ 
ce qui donne d’abord 
S'+pOrC 
(VC + VB} 
ou, à cause de B+C+D=0, d'où B+ C+D =2 (B+ BO + C?), 


ip PR A 7 
kt + 14? + 1 = GVC+ VE) 


k + 144? +1 = 16 


On trouve ensuite 
4i VRC 
TTÉE GUC+ VE 
et de là 
; y0 — BY 256B°C°? 
ka y = CVC Le 
CV = QUO + VB) GO + VBy° 


ou en multipliant le numérateur et le dénominateur par (2ÿC'+ B}, et posant D? au 
lieu de (B+CY, on obtient 


256 B2C°D° 
ke (1 — kY = —— a —. 
EVE E VB 
Ces équations donnent 
k2 (1 de ke?) B?C? D? 


++) 20 + + D 


ou, en posant 


$ 
N =?} TT ER , 
I 
ba- 
(k+ 14k +1) 16N 
On trouve aussi 
1927 


"t 2 SE 5 
kt + 144 +1 GJO SBY 
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ce qui donne 
2 PL ls + 14k +1 


ENOEAUR NL TER 2 
et la formule de transformation devient ainsi 


dy $ J+] 14k +1 dæ 
V(a, b, c, d, eùy, iy 127 NA = æ) (1 — Ex) 


le module k étant déterminé par l’équation 
k (1 — key 1 


(+ 14+ IY TON” 


N= LE HE 
BP 


Cela revient à une formule que j'ai donnée dans le mémoire intitulé, “On the 
Reduction of du- YU when U is a Function of the Fourth Order,’ Camb. and Dublin 
Math. Journal, t. 1. (1846), p. 70, [33], et de laquelle j'ai déduit des conséquences 
que je vais reproduire ici. En effet l’équation en k peut s'écrire sous la forme 


(kt +14 + 1) — 16N (k—1¥ = 0, 

c’est-à-dire 
3 1 3 à ES 
(k +m+14) -16N (k — z) =0; 


en éerivant 


1 4 
k ET 
k vS-1 
on obtient pour Y l’équation très-simple 
—N($S-1)=0, 
et on a ensuite 
T+S+4V3+S 
Ft, à | 
ce qui donne aussi 
_2+V3+9 
VS =T ` 


Soit k= l’une des valeurs de k, l'équation en k devient 


(k+ 14441) (8+148+1) 
ke (ke — 1} + B:(B:— 1} ? 
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équation à laquelle on satisfait, en outre, par la valeur k= (5). En effet cette 


valeur donne 


16(8+148 Da SALH) 
ERE FERA” 


expressions qui rendent léquation identique. Cela fait voir que l’équation peut s'écrire 
sous la forme 


kt + 14k +1 = 


B°+148*+1) 
B:(8:—1) 


2 : TER) (pL (#8) (y e 
ii p) (r — 5) (e- l e CE) (à) ne 
et les racines de l’équation en Æ*? sont 
1 1-8 1+8\: 1 — Br\‘ TEEN 
4 Dan Fesat ni ——— 

p’, ft Gi +5): (=) : Ea Ga x 
ce qui s'accorde avec un résultat obtenu par Abel (voir les œuvres d’Abel t. I. p. 310 
[Ed. 2, p. 4591). 


(ki + 14k + 1) — ke (ke — 1% Et 


` 


Je fais observer à présent qu’en écrivant 


3o 
aT 
: ; £ i d — 27N 
on obtient pour w l'équation (27 —4N)æ°+27N (w —1)=0, qui, en posant M = 97 AN? 
ou ce qui est la même chose 
PF 
nets 


devient 
m—M(æ—-1)=0. 


Cette équation est précisément la même que celle à laquelle je suis parvenu dans la 
Note sur les covariants etc. ci-dessus citée. La quantité œw est liée au module k par la 


relation 
3Vs-1+92 V2 — 3 
Na +3 


On peut introduire M au lieu de W dans l'équation en k, et en combinant les formules 
précédemment obtenues, on trouve 


Ad: QU “ls +144 +1 dæ 
V(a, b, c, d, eÿy, 1 À 121 V(-x)(1-#*) 


27 (1+ 1442 + kt | I 
TETEE, a T i 


k= 


où 
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ou ce qui revient à la même chose, 


_8Va-1+2V2S —3 


k —— s 3— M(æ—1)=0. 
Va +3 Fi Éy ) 


De léquation entre k et Y on déduit facilement la relation 


k +l4k+l_ -9 


k —34k+1 29-3’ 


et en substituant dans cette équation pour S$ sa valeur on obtient 


1—34#+4 1 
Z3 (FIFA T’ 


ce qui est encore une forme de la relation entre k et w. 


II 


[235 


On peut obtenir les résultats qui viennent d’être déduits de la formule de Jacobi, 
en prenant pour point de départ la transformation d’une fonction du quatrième ordre 


dans sa forme canonique. Je suppose d’abord que l’on a identiquement 


(a, b, c, d, ea, y} = (s + ny) + (Na + n'y) + 68 Ow + uy? (Na + yY, 


= li + Yt + 60x? y. 


Cela étant, je pose Ap’ —Np= A, et je forme les covariants des deux expressions; on 


obtient par la propriété fondamentale de ces fonctions 
TI = NERO 
J = A5(0 — 6°), 
U = gi + yt +60 Leye, 
H =A {0 xt +0 y*+(1—-30) x°y;}, 
= A (9—1) x, y (at — y’). 


De ces relations on tire 


J 0 — 6 
TN 18e 
MERE Sea 
I (+36)! 
de sorte qu'en posant 
T? 
M 
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on aura pour déterminer 0, l’équation 


(Es | 
@—ey 4 
et pour déterminer x, yı les équations 

U == mt A YÅ a 60x? Y, 


I 1-6 1 — 30: 
J igge Tetty + 


HA ia Y 


Je fais observer qu'en désignant par À un coefficient tel que U+6XH soit un carré 
parfait, on obtient pour À l'équation 


1 — 927 — HAN T =0. 


En effet le cubicovariant ® d’une fonction qui est un carré parfait est identiquement 
égal à zéro, et le cubicovariant de la fonction U+6XH est (1 — 9X27 — 54157) D, on 
a donc pour À l’équation qui vient d’être proposée; cela posé, en observant que 

I 1-6 98 —1 


RES OR 


U 


on aura pour une des valeurs de À, 
ms de La 
- 6J1+38? 
et en effet cette valeur donne 
1-2 (8 -PF ar 
J (1+384ÿ  ? 
ce qui est l'équation en 0. Cela étant, je pose 


Heql 


AiE Y. F 


alors w, sera une racine de l'équation 


w —M(w—1)=0, 


on obtient 
_1+36 
PIIP. 
et de là 
2 — ms 1 
w +3 


Soient a, w, les deux autres racines de l'équation en w, on aura 


Di + De = — T, 
D 
FORTS E, 
D 3 — 
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ce qui donne 
ws (T +3)_ os 


(Re w — l gai 
On pourra done écrire 
= 
Da — Si 


et au moyen des valeurs de U, H on obtient, par une très-simple réduction, les trois 
équations suivantes 


IHE wJ U = (CA — 5) Ja +%°}, 
IH — rJ U = <> (CA Ge 3) J (x? se n°}, 


IH -m J0=- 5 E E PD doty 


T1 — Do 


dont deux quelconques donnent les valeurs de x, yı; ainsi on a obtenu la solution 
complète du problème de la réduction de la fonction (a, b, c, d, eÿx, yY à la forme 
canonique. 


Je fais observer que ces équations montrent aœ posteriori que les expressions 
IH — &, JU, IH —w,JU, IH —w,JU sont toutes les trois des carrés de fonctions quadra- 
tiques. Je fais observer, en outre, que si l’on forme la valeur de l'expression 


(T2 — 53) VIH = œ, JU + (©: — m) VIH -JU + (©: — T3) VIH — œ;JU, 
en posant pour un moment m,—#,=4 w, —T, =, æ,—",=—"7, l'expression dont il 
s’agit sera égale, à un facteur constant près, à 
Va (+ yè) +i V8 (2? — yè) +i y. 2m 
ou, ce qui est la même chose, à 
(Va+iv8, ivy, Va—ivBUzs y). 


Or, cette fonction doit être un carré parfait, ce qu’on reconnaît en effet, en se 
rappelant que 
(Va+iVB)(Va—iv8)-(ivy} =a+8+y=0. 


. . L \ 
Sa racine carrée sera, à un facteur constant près, (Vÿa+14B)a+1#1yy, et cette 
dernière fonction sera un des facteurs linéaires de a*+%t+ 66x;°y?. Pour vérifier cela 
Je pose æt +y‘ + 60x?y?=0, ce qui donne 


æ? + (30 + V98 —1)y? = 0, 


30 +1 30 — qe ki $ 
ğ a-(y/ 7 +y 2z) nao. Or 30+ 1 = miea N ipri Blai 


Da — T) Do — T 
— 2m; +20, — (T, +0: +m) 2w,—2 2 i | 
ete (toute); fu i Zs% c'est-à-dire BE bah da, et de même 
Do — D) Do Ty — y 2 iVy 


501 _iV8 HE | T 
Bia HT : le facteur linéaire sera donc i yy.a, —(ya +18) h ou, ce qui revient 
à la même chose, (ya +148) a + i Wyy, ce qu'il s'agissait de démontrer. 
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III. 


Pour obtenir la formule qui sert à la transformation d’une intégrale elliptique, il 
faut présenter les résultats précédemment obtenus sous une forme un peu différente. 
J'écris 

(a, b, c, d, Ñy, 1) = A+ ag) (1 +) + ag) O + dy) + CN + n'y) 
= A+ uy) . (1 — 2) (1 — Ka), 
où | 
SN ty 
À +y ` 
Cela posé, en remplaçant comme auparavant Aw—Nwu par A, et en formant les 
covariants, on obtient 
I= 32 At(+14 + k”, 
J= zh A(+A) (I 34e + k’), 
U= (A+ pyy {1 (1+ e) a++ keat), 
H=- 2 A2 (A + py} {2 (1 + k) — (1 — 104? + kt) a + 2k (1 + ke) at}, 
P= 4A +wuy) (1 -EF a (1 — kat). 
On a d’abord 


27 (1 + 144? + ke» 


CENO TRE ES T 


3 
en posant comme auparavant M = + on obtient ensuite 
FE 127 
1 +144 + ke’ 


et en remarquant que l'équation entre œ et y donne 


qo C4 = NE) dy _  Ady. 
A + uyy A + uyy’ 


on trouve 
dy rE. dæ 
v(a, b, c, d, eÿy, 1} A vG = a) (1 -- Fa)" 
c'est-à-dire 
dy _ Fri de 
v(a, b, c, d, eÿy, 1) 121 N-e eey 


ce qui s'accorde avec la formule ci-dessus trouvée; pour compléter la solution, je pose 


1— 34k +k 1 
Sa (FIFI ©’ 
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w, sera une des racines de l’équation 


w — M (w—1)=0, 


en représentant par w, w, les deux autres racines, on obtient 


1+ 6k +k 
20, = — 0; 1+% , 
1— 6k + k? 
Hii T. E 


et ensuite 
IH- JU = J (à + py) (es — 8) (1 + kaè}, 


IH —w,JU = J (A + my} (os — o) (1 — ka, 


IT PTE PE ses =) Ah E uyy. de 


= 
. Donc en posant w,— w; =4, w — T,=, wT —-®,="7, on à 
(0) VIH a JU + (Œ — 0) VIH — œ, JU + (œ — w) VIH — @J U) 

=J (à+ uy) Vas (Va+i VB +ivye VE}, 


de même 
0) VIH -oJU + (0-0) VIH - @,JU — (0, — ©) VIH — oJU 
=J (à +uy) Vas (Va +i VB — inya VE), 
et de là enfin, en remplaçant a, 8, y par leurs valeurs, 


(wm — 03) VIH -oJU + (w — w) VIH -oJU + (5, — ©.) VIH = w,JU 
(os 03) VIH -oJU +(o,-0,) VIH -©,JU — (w — 0) VIH-®,JU 


= haee a ha dT adh 


T — m HiNT; — T — iNo, 0,2 Vk 


équation dont le premier membre est le carré d’une fraction rationnelle de la forme 


A+ Bz 
C + Dos 


EY. 


Je terminerai ces recherches en démontrant le théorème de M. Hermite dont j'ai 
parlé dans la Note sur les covariants etc. ci-dessus citée. L'identité 


JU JU°H + 4H%= — Ẹ? 
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peut être mise sous la forme 


H H? ® \? 
-3+1 0-4 (m) -1 
Posons maintenant 
p 
UE 


69 


formule dans laquelle je suppose qu’on ait fait y=1, de manière que U, H soient des 


fonctions rationnelles et entières de la seule variable x, savoir 


La b, C, d, eÑ, 1}, 


H=(ac—b, &(ad—bc), +(ae+2bd—3c), &(be—cd), ce— dx, 1}, 


alors on aura 


Rene NX eue sen nn 
N=T+T- 48 =y Na, b, c, d, eğ, 1%, 


et 


UdH — Hda U 
dz =—— r. 


U2 


En vertu de la théorie de Jacobi, UdH — HdU est de la forme MỌ dx, où M est un 
facteur constant; on trouve en effet très-facilement UdH — HdU = 2% dx, doù l’on 


déduit la formule 
dz 2dzx 


V=T +148 Na, b, c, d, ef, 1} 


et je fais observer que l'intégrale du premier membre se ramène immédiatement à une 


Ie 
4J? 


forme qui ne contient que la seule constante M, = 


Londres, 9 Avril, 1856. 
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